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An application of two-spinors calculus to quantum field and quantum mechanics
problems
D. S. Kulyabov∗ and A. G. Ulyanova†
Peoples’ Friendship University of Russia‡
This paper describes the Lorentz two-spinors proposing to use them instead of Dirac four-spinors
and quaternions.
I. INTRODUCTION
Spinors are used in physics quite extensively [1]. The




If Dirac four-spinors are used, the main difficulty is γ
matrices. The essence of these objects is that they serve
to connect the spinor and tensor spaces and therefore
have two types of indices: spinor and tensor ones. It
would be logical to perform calculations in one of these
spaces only.
We propose using semispinors of Dirac spinors, Lorentz
two-spinors [2], as simpler objects.
II. GENERAL NOTION OF SPINORS
Let us determine a spinor using the Clifford–Dirac
equation:
γ(aγb) = −gabI.







aσ = −2gabδτρ .
The dimension of the spinor space is:
{
N = 2n/2, even n;
N = 2n/2−1/2, odd n.
∗ yamadharma@gmail.com
† jelly26a@gmail.com
‡ Published in: D. S. Kulyabov and A. G. Ul’yanova. Ap-
plication of two-spinor calculus in quantum mechanical and
field calculations. Physics of Particles and Nuclei Letters, 6




III. QUATERNIONS AND TWO-SPINORS























A general quaternion is represented by the matrix
A = Ia+ ib+ jc+ jd =
(
a+ id −c+ ib
c+ ib a− id
)
, (1)
where a, b, c, d ∈ R. The sum and the product of two
quaternions are obtained as the matrix sum and matrix
product. The adjoint quaternion A∗ is determined by
the matrix operation:
A∗ = Ia− (ib+ jc+ kd).
If matrixA (1) is unimodular and unitary, it represents
the unitary spin matrix. The following relations can be
written:
detA = a2 + b2 + c2 + d2 = 1,
AA∗ = I(a2 + b2 + c2 + d2) = I.
Thus, the quaternion should have the unitary norm:
‖A‖ := a2 + b2 + c2 + d2 = 1.
Therefore, the unitary quaternion can be represented as
the unitary spin matrix.
In spite of the fact that unitary spin matrices and uni-
tary quaternions represent in essence the same thing,
in the general case, no close connection exists between
quaternions and spin matrices. The fact of the mat-
ter is that quaternions are connected with positive def-
inite quadratic forms, while spin matrices and Lorentz
transforms are characterized by the Lorentz signature
(+,−,−,−).
IV. FROM TWO-SPINORS TO VECTORS
In final calculations, it is necessary to transform ab-
stract indices into component form. Moreover, it is often
more convenient to formulate the result in vector form.
2To establish the connection between the spinor and vec-










where convolution is performed over abstract indices
only.
For the standard Minkowski tetrad and the spin ref-





































V. DIRAC FOUR-SPINORS AND LORENTZ
TWO-SPINORS
In physical calculations, Dirac four-spinors[? ] are
often used. However, operations with these objects are
extremely cumbersome. One of the basic disadvantages
of this formalism is the explicit application of γ matrices
which are in essence objects serving to connect the vector
and spinor spaces. It is as though our spinor objects “live”
in two spaces, vector and spinor spaces. Correspondingly,
the desire to transfer to a more unified formalism by re-
jecting either spinor or tensor indices is observed.
Let us consider the transition to the purely spinor for-
malism based on Lorentz two-spinors. First, we will con-
struct a four-spinor object based on two-spinors. Then
we will demonstrate the capabilities of this formalism.
Two examples will be considered: the derivation of in-
variant spinor relations and the calculation of matrix el-
ements.
A. Construction of Four-Spinor Formalism
Let us construct the implementation of the four-spinor
formalism based on Lorentz two-spinors.[? ]
We denote by small Greek letters four-spinor indices;
by capital Latin letters, two-spinor indices (as usual); and
by small Latin letters, tensor indices.








where ϕA and piA
′
are Lorentz two-spinors.
The adjoint spinor has the form



















We use γ matrices in the chiral representation. Then






























We introduce the following notation: γ5 := iη.
Using the structure of Dirac four-spinors determined
by us, it is possible to construct invariant relations. We
will operate with the pair spinor–adjoint four-spinor (ψ






A and ϕ¯A′piA′ have the mean-
ing of scalars. Their sum behaves as a scalar, and the
















ing of vectors. Their sum behaves as a vector, and the














′ − ϕAϕ¯A′) = ψ¯αγaβαγ5δβψδ.
D. Tensors
The real antisymmetric tensor can be build in a fol-
lowing way:
aab = i(ϕ(Ap¯iB)εA
′B′ − ϕ¯(A′piB′)εAB) = ψ¯ασabβαψβ .
We think, this is more simple than with four-spinors.
3VI. MATRIX ELEMENTS
Usually, the “Feynman trick” is used for calculating
matrix elements in quantum theory; this trick consists
in the transformation of the product of spinors into the
spur; as a result, the squared matrix element is obtained.
Correspondingly, the complexity of calculations increases
and the number of calculated elements is proportional to
n2. Moreover, if the complete matrix element is calcu-
lated as the sum of many diagrams, or the information
on the phase is important, this method is inapplicable.
The proposed alternative is to calculate the matrix el-
ement. Let us look at two ways: the application of two-
spinors (rejection of tensor indices) and the application
of the vector formalism (rejection of spinor indices).
To eliminate the basic obstacle, complex relations for
γ matrices, we propose using the two-spinor formalism.
Let us introduce the auxiliary notation based on the




















where pˆ := paγa.
The application of two-spinors is especially justified in
the case of the presence of projectors (1±γ5). Therefore,
let us consider the simplification of calculations in the
case of terms of the form
ψ¯fγ
a1 pˆ(a)γ







Two cases can be singled out: the even and odd num-






∓ pˆ(b)± · · · γan± ψi±,





± pˆ(b)∓ · · · γan∓ ψi±,
even number of γ matrix.
(3)
Using the two-spinor representation of γ matrices, we





























Taking into account the following correspondences:
α↔ A′, β ↔ B, γ ↔ G, δ ↔ D′,
we obtain the initial expression.
Thus, sequentially using (3) and (4), we eliminate γ
matrices and perform calculations using two-spinors.
After calculations, terms of the following type are ob-
tained:
u†f±pˆ(a)∓pˆ(b)± . . . eˆ+ or − . . . ui±,
where e is polarization.
To obtain a particular result, it is necessary to choose
the spinor representation. For example, the standard so-
lution obtained by the decomposition into plane waves










1 + s cos θ
eiϕ/2
√




where s is the helicity and ε is the energy sign.
A. Example of Calculation of a Matrix Element
Let us calculate the cross section of the reaction
ν + n→ p+ e−,
The matrix element of this reaction in the standard














































(gV − gA)u†eα+γaβ−αuβν+u†pγ−γaδ+γuδn− +




























Let us choose the direction angles as follows: ϕν =
ϕn = ϕp = ϕe = 0, θν = θn = pi/2, θe and θp are
arbitrary.




























































































+ (gV + gA)
(√












































c cos θe/2 cos θp/2−
− (gV + gA)
(√












× (sin θe/2 cos θp/2 + cos θe/2 cosθp/2)].
Thus, the number of calculated terms is decreased con-
siderably (the order n instead of n2); moreover, they have
a rather simple form.
VII. CONCLUSIONS
1. Semispinors are simpler objects than spinors.
2. We propose using Lorentz two-spinors instead of
Dirac four-spinors.
3. In relativistic calculations, two-spinors seem more
adequate than quaternions.
[1] E´. Cartan. The Theory of Spinors. Dover Books on Math-
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Применение 2-спинорного исчисления в квантовомеханических и полевых
расчётах
Д. С. Кулябов∗ and А. Г. Ульянова†
Российский университет дружбы народов‡
В статье описываются лоренцовы 2-спиноры и предлагается применять их в вычислениях,
использующих дираковские 4-спиноры.
I. ВВЕДЕНИЕ
В физике достаточно интенсивно используются спи-





При использовании дираковских 4-спиноров основ-
ную трудность вызывают γ-матрицы. По своей сути
это объекты, служащие для связи спинорного и тен-
зорного пространств и несущие, соответственно, два
типа индексов: спинорные и тензорные. Логично бы-
ло бы проводить вычисления лишь в одном из этих
пространств.
Предлагается использовать полуспиноры дираков-
ских спиноров — лоренцовы 2-спиноры [2] как более
простые объекты.
II. ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ СПИНОРА
Определим спинор посредством уравнения
Клиффорда-Дирака:
γ(aγb) = −gabI.







aσ = −2gabδτρ .
Размерность спинорного пространства следующая:{
N = 2n/2, чётное n;
N = 2n/2−1/2, нечётное n.
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Общий кватернион будет представлен матрицей
A = Ia+ ib+ jc+ jd =
(
a+ id −c+ ib
c+ ib a− id
)
, (1)
где a, b, c, d ∈ R. Сумма и произведение двух кватерни-
онов получаются просто как матричная сумма и мат-
ричное произведение. Сопряжённый кватернион A∗
определяется соответствующей матричной операцией:
A∗ = Ia− (ib+ jc+ kd).
Если матрица A (1) унимодулярна и унитарна,
то она будет представлять собой унитарную спин-
матрицу. Можно записать соотношения:
detA = a2 + b2 + c2 + d2 = 1,
AA∗ = I(a2 + b2 + c2 + d2) = I.
Таким образом, кватернион должен иметь единич-
ную норму:
‖A‖ := a2 + b2 + c2 + d2 = 1.
Следовательно, единичный кватернион может быть
представлен унитарной спин-матрицей.
Несмотря на то, что унитарные спин-матрицы и
единичные кватернионы представляют собой по су-
ществу одно и то же, в общем случае между кватер-
нионами и спин-матрицами не существует такой тес-
ной взаимосвязи. Дело в том, что кватернионы свя-
заны с положительно определёнными квадратичны-
ми формами, тогда как спин-матрицы и преобразова-
ния Лоренца характеризуются лоренцевой сигнатурой
(+,−,−,−).
IV. СВЯЗЬ 2-СПИНОРОВ И ВЕКТОРОВ
При окончательных вычислениях возникает необ-
ходимость перевода аббстрактных индексов в ком-
понентную запись. Кроме того, зачастую результат
2удобнее формулировать в векторной форме. Для уста-
новления взаимосвязи между спинорным и вектор-











где свёртка производится только по абстрактным ин-
дексам.






































V. ДИРАКОВСКИЕ 4-СПИНОРЫ И
ЛОРЕНЦОВЫ 2-СПИНОРЫ
В физических расчётах часто пользуются дираков-
скими 4-спинорами[? ]. Однако, операции с данны-
ми объектами крайне громоздки. Одним из главных
недостатков этого формализма является явное ис-
пользование γ-матриц, которые по сути своей явля-
ются объектами, служащими для связи векторного
и спинорного пространств. Наши спинорные объекты
«живут» как бы в двух пространствах: векторном и
спинорном. Соответственно наблюдается стремление
перейти к более единообразному формализму посред-
ством отказа либо от спинорных, либо от тензорных
индексов.
Рассмотрим переход к чисто спинорному формализ-
му на основе лоренцовых 2-спиноров. Вначале скон-
струируем 4-спинорный объект на основе 2-спиноров.
Далее продемонстрируем возможности данного фор-
мализма. Рассмотрим два примера: вывод инвариант-
ных спинорных соотношений и вычисление матрич-
ных элементов.
A. Построение 4-спинорного формализма
Построим реализацию 4-спинорного формализма на
основе лоренцовых 2-спиноров[? ].
Будем обозначать строчными греческими буквами
4-спинорные индексы. Так же, как всегда, прописны-
ми латинскими буквами обозначим 2-спинорные ин-
дексы, а строчными латинскими — тензорные.








где ϕA и piA
′
— лоренцовы 2-спиноры.
Сопряжённый спинор будет иметь вид:



















Будем использовать γ-матрицы в киральном пред-






























Введём так же обозначение γ5 := iη.
С помощью определённой нами структуры дира-
ковских 4-спиноров можно построить инвариантные
соотношения. Мы будем оперировать парой спинор–
сопряжённый 4-спинор (ψ и ψ¯) и, соответственно, че-




A и ϕ¯A′piA′ имеют смысл скаляров. Их
































′ − ϕAϕ¯A′) = ψ¯αγaβαγ5δβψδ.
3D. Тензоры
Действительный кососимметричный тензор можно
построить следующим образом:
aab = i(ϕ(Ap¯iB)εA
′B′ − ϕ¯(A′piB′)εAB) = ψ¯ασabβαψβ.




Для расчёта матричных элементов в квантовой тео-
рии обычно применяют «фейнмановский трюк», за-
ключающийся в преобразовании произведения спи-
норов в след; в результате получают квадрат мат-
ричного элемента. Соответственно возрастает слож-
ность вычислений — количество вычисляемых членов
пропорционально n2. Кроме того, если полный мат-
ричный элемент вычисляется как сумма многих диа-
грамм, или важна информация о фазе, данный метод
не применим.
Как альтернатива предлагается вычислять сам мат-
ричный элемент. Рассмотрим два пути: применение 2-
спиноров (отказ от тензорных индексов) и применение
векторного формализма (отказ от спинорных индек-
сов).
Для ликвидации основного препятствия — сложных
соотношений для γ-матриц — предлагается использо-
вать 2-спинорный формализм.
Введём вспомогательную нотацию, базирующуюся




















где pˆ := paγa.
Применение 2-спиноров особенно оправдано в слу-
чае наличия проекторов (1±γ5). Поэтому рассмотрим
упрощение вычислений в случае членов вида
ψ¯fγ
a1 pˆ(a)γ




















± pˆ(b)∓ · · · γan∓ ψi±,
чётное число γ-матриц.
(3)































α↔ A′, β ↔ B, γ ↔ G, δ ↔ D′,
получаем исходное выражение.
Таким образом, применяя последовательно (3) и (4)
мы освобождаемся от γ-матриц и производим вычис-
ления с 2-спинорами.
После вычислений получаются члены типа
u†f±pˆ(a)∓pˆ(b)± . . . eˆ+ or − . . . ui±,
где e — поляризация.
Для получения конкретного результата необходи-
мо выбрать представление спинора. Например, можно
использовать стандартное решение, полученное раз-










1 + s cos θ
eiϕ/2
√




где s — спиральность, ε — знак энергии.
A. Пример вычисления матричного элемента
Вычислим сечение реакции
ν + n→ p+ e−,















































(gV − gA)u†eα+γaβ−αuβν+u†pγ−γaδ+γuδn− +




























Выберем направляющие углы следующим образом:






























































































+ (gV + gA)
(√












































c cos θe/2 cos θp/2−
− (gV + gA)
(√












× (sin θe/2 cos θp/2 + cos θe/2 cosθp/2)].
Таким образом мы получили существенное (поря-
док: n вместо n2) сокращения количества вычисляе-
мых членов, кроме того, все они имеют достаточно
простой вид.
VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Полуспиноры более простые объекты, чем спи-
норы.
2. Предлагается использовать лоренцовы 2-
спиноры вместо дираковских 4-спиноров.
3. При релятивистских расчётах аппарат 2-
спиноров представляется более адекватным,
чем аппарат кватернионов.
[1] Картан Э. Теория спиноров. — Государственное из-
дательство иностранной литературы, 1947. — URL:
http://books.google.ru/books?id=zSwiOgAACAAJ.
[2] Пенроуз Р., Риндлер В. Спиноры и пространство-
время: Два-спинорное исчисление и релятивистские по-
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